7 Séries (Solugodes)

1. a)
b)
<)

d)

e)

f)

g)

h)

j)

k)

Dy

diverge, o termo geral ndo tende para 0;

série geométrica de razdo %, converge uma vez que |%| <l,es=—=;
o 1

o1 1
Yot e = Yool AT n+2 é uma série de Mengoli da forma ), 4, — a,+1, com

a, = —=, logo converge es=a, — hman =1
o 1 1 1 L. .
Yoo 7 = Lne m = 1Y, =5 — -, é uma série de Mengoli da forma

; Yooy (y — Ay, COM A, = logo converge com s = 2(112 + a3 —2lima,) =

nl’

série de Mengoli da forma Yo Ay — gy, COM A, = — Vi, logo diverge, uma vez
que (a,) diverge;

série de Mengoli da forma Yoy — dpy1, COM a4, = i/n, logo converge, uma vez
que (a,) é convergente, com lima, =lim 2! =1, es=1-1=0.

Yo (D) = 2 Y (—%) , série geométrica de razdo —%, converge, porque
1| _
|—— <1l,es=
Tt

1-m’

34 (=1)" n n n

Yoo T~y (%) + (—%) , converge uma vez que Y., (%) converge, por ser
n

uma série geométrica de razdo 0 < ?I <1, e Z;‘;l (—%) também converge, por ser

uma série geométrica de razdo -1, e |-1| < 1. Asomaés=3-1=1;

Yoo log (n+1) Yoeq log(n) —log(n + 1), série de Mengoli da forma Y., a, — a1,
com a, = log(n), logo diverge, uma vez que (a,) diverge;

) (_1)ne—n+1 e 00 2 n L. ’t . d - ) l
Yot 5o = 5 Xge (—2) , série geométrica de razdo =2, logo converge porque
2 = __e.
|_Z| < 1’ es= e+27
+
pa jﬁ\/‘[ Yo \/- %/_ série de Mengoli da forma ), a, — a,41, com

a, = #, logo converge com s = a; — lima, = 1.

00 22141 _ yroo 22 00
Yoro 5 = Ym0 37 T e -, 5 diverge, uma vez que ).,

série geométrica de razdo § > 1e X,

o = " diverge por ser uma

=0 3,, converge por ser uma série geometrlca
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b)

d)

e)

de razdo 0 < 3 < 1. (Alternativamente: diverge uma vez que o seu termo geral
ndo converge para 0.)

série de Mengoli da forma ), a, — a,42, com a, =

4 +a, —2lima, = 3;

logo converge com s =

n"

Yoo+ (D)2 =2+ Y 0( 2) converge uma vez quey.,_, s CONverge,

por ser uma série geométrica de razdo 0 < 3 <1,e )" O( %) também converge,

4.

por ser uma série geomeétrica de razdo —3, e |—5| <1. Asomaés=4+2=1;

E uma série de Mengoli da forma ),_; 4,11 — a,, com a, = arctg(n), logo converge
uma vez uma vez que 4, — 5, easuasomaés = lima, —a; = J.

Diverge, uma vez que o seu termo geral ndo converge para 0.

Trata-se de uma série de termos ndo negativos. Comparemos com a série ), % =
n

Y. L a qual é divergente. Como,
n2

n+1l

Jim 2l 1(# 0, +0) (verifique!)

=
T L

concluimos que a série dada e a série Z -7 tém a mesma natureza. Logo a série
dada é divergente.

Trata-se de uma série de termos positivos. Usando o critério de d’Alembert,

on+l .
(VG 201> + ) a2l
2 P+ D T(n+ ) g 201=0.
n2+n! ! ol 1

Como este limite ¢ menor que 1, concluimos que a série dada é absolutamente
convergente.

Procedendo como em a) concluimos que a série tem a mesma natureza que a série
Y. L. Logo, é convergente.

Trata-se de uma série de termos positivos. Aplicando o critério de d”Alembert,

2n+1

ey 2™ (2n)! 2

n - - - ()
Z T2 @+l @n+D@n+2)

Como este limite é inferior a 1 concluimos que a série é absolutamente convergente.

142" _ 27"+41
—on T p-n—q

Como 1 — =1 # 0, concluimos que a série é divergente.
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f)

g)

h)

j)
k)

D

Trata-se de uma série de termos ndo negativos. Tentemos aplicar o critério de
Cauchy:

. n n 1 1
= = T 5
2n+ \n 2n+yn 24+nz 2
Como este limite é inferior a 1 concluimos que a série é absolutamente convergente.

Comece por reparar que, contrariamente a e), a sucessdo do termo geral desta
série converge para 0 0 que ndo nos permite tirar qualquer conclusdo sobre a
convergéncia ou divergéncia da série. Tratando-se de uma série de termos ndo
negativos, podemos tentar usar o critério de d’Alembert:

1+2n+2

T 1+2M2 143" 27D 4231 2

LT T 141430 20D 113 +3 3
+. n

Como este limite é inferior a 1 a série é absolutamente convergente. (Alternativa-
n
. s . 2
mente: usar o critério geral de comparagdo com )| (5) )

Trata-se de uma série de termos ndo negativos. Tentemos aplicar o critério de
Cauchy:
2\" 2Y"
(1+—) :(1+—) — e
n n

Como este limite é superior a 1 concluimos que a série é divergente.
Como em h), a série converge.

Como em a) concluimos que a série tem a mesma natureza que a série ), . Logo,
é divergente.

Como em a) concluimos que a série tem a mesma natureza que a série ) # Logo,
é divergente.

Trata-se de uma série de termos ndo negativos. Aplicando o critério de d’Alembert,

(1000)"+1 al 1000
. (n+1)! T _
111’1'1 W 111'1'1 1000 ——— ( n 1)' = hm m =

n!
Como este limite é inferior a1, a série é convergente.

Repare-se que Y., n2 3n é uma série de termos negativos. Consideramos a série

n
— Yo e 23 = Z,‘TZO 3z, que é uma série de termos positivos. Aplicando o critério
de d’Alembert,

2"l p—1

R e )
lim ——=-<1
2"—n 3
3n_p2
(verifique!), logo a série ), 3n 33 converge, e também converge (absolutamente)
n 211
asérie Y2 5.
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p)

q)

Trata-se de uma série de termos ndo negativos. Tentemos aplicar o critério de
Cauchy:
11

(logn)"  logn —0<l

Logo, a série é convergente.

Trata-se de uma série de termos ndo negativos. Comparando com a série conver-
© 1.
gente ), _, -5

arctgn 2
n-1 to 1 — -
—— = arctgn - — , 00,
1 2 _
- nz—1 2
s . A . arctgn
Logo, as séries ttm a mesma natureza, ou seja, Y .., —— g é convergente.
n=2 n
Temos
) 1 . sen % . senx
limnsen — = lim = lim =1.
n 1 x—0 X
n

Como o termo geral ndo converge para 0, a série diverge.

Trata-se de uma série de termos ndo negativos. Comparando com a série conver-

gente Y0, &

sen ;> senx
T = = lim

= -0 X
n

lim =1+#0,o00.

Do critério geral de comparagdo, as séries tém a mesma natureza, ou seja, conver-
gem.

Trata-se de uma série de termos ndo negativos. Comparando com a série diver-

gente Y7, 1

1
logn n

L logn

— 400,

Logo, Togn > -, a partir de determinada ordem, e do critério geral de comparacao,
a série dlverge.

© 1
converge - comparar com anl -3
diverge - comparar com Y, i;
converge - critério d’Alembert;
diverge - o termo geral ndo tende para 0;
diverge - comparar com Y, i;

converge - critério d’Alembert;

o (2"
converge - comparar com anl 3 ;
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h) converge - critério d’Alembert;

i) diverge - o termo geral ndo tende para 0;

j) converge - comparar com ), ; N %/_ - =Y, +;

nl12
k) converge - critério d’Alembert;

1) converge- Y o(Vn+1—+n)p =Y, (‘/—H/_)y comparar com Y, ni%

. 1+(-=1)" 2 . L . . ~
4. a)diverge- )., +(2n r = Y1 5 — série harmoénica;  b) diverge - o termo geral ndo

converge para 0; c) converge - critério da raiz.

5. a) i) Temos que f(x) = , X > 2, éuma fungdo crescente e positiva, e que

xlogx

b
. 1 3 )
lim ‘fz xlogxdx 11m [logIIng|]2 hm 1 log |logb| - log |log 2| =

b—+o0

Logo, do critério do integral, a série ),, f(n) = }Y.,_, nlogn diverge.

ii) Como em i) (neste caso, a série converge).

iii) Temos < . Logo,como )., - converge, do critério geral de comparagdo,

nz log n

Yoy ot b
2 n21o ~ também converge.

iv) Temos
1

Vilogn W

I
i ~ logn

— +o00.

1 1
Vrlogn Z
comparagdo, a série diverge.

Logo, a partir de determinada ordem, e do critério geral de

6. a) Para a, > 0, as séries }.a, e ), f(a,) sdo de termos ndo negativos, ja que se
lim, o+ fix) =L > 0, entdo f(x) > 0 em ]0,a[ para algum a > 0, logo f(a,) > 0.

Como a,, — 0%, tem-se

fla,) y flx)
= lim —— =

ay x—0t X

lim L>0.

Como L # 0, +o0, segue do critério geral de comparagdo que ). a, e }. f(a,) ttm a
mesma natureza.

b) Segue directamente de a), notando que

*—1 arcte(x
lim sen(x) =1, lim ¢ =1, lim A =
x—0 X x—0 X x—0 X

que as séries dadas convergem sse @ > 1, por comparagdo com as séries de Dirichlet
1
n_a .
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7.

8. a)

b)

d)

e ).(1+a,)diverge, uma vez que 1 +a, > 1, logo o termo geral ndo converge para
0.

1
* ). ;7 converge, uma vez que

1
n2+a,

1 14
< -7 e}, -; é convergente.

se (b,) é limitada, com |b,| < ¢, entdo |a,b,| < cla,| = ca,, logo pelo critério geral de
comparagdo, ). a,b, converge (absolutamente).

se ). a, converge, entdo lima, = 0, logo (a,) é limitada, e por (a), também converge
Y as.

coma, = 1, tem-se ), 1 divergente e }, I convergente.

O termo geral da série é uma sucessdo divergente ja que possui dois sublimites
diferentes: 1 e —1. Logo, como o termo geral da série ndo tende para 0 concluimos
que a série é divergente.

Comece por observar que, contrariamente ao caso anterior, a sucessao do termo
geral da série converge para 0 o que ndo nos permite tirar nenhuma conclusao
sobre a convergéncia da série. Observe igualmente que ndo se trata de uma série de
termos ndo negativos pelo que os critérios anteriormente usados para esse tipo de
séries (comparacgdo, d’Alembert, Cauchy) ndo podem ser directamente aplicados
aqui. Estudemos a série de médulos correspondente. Como

(-1)"n _i n
342

n=0

(o]

)3

n=0

nd+2

por comparagdo desta série de termos positivos com a série convergente Y -
concluimos que esta série é convergente e, portanto a série dada é absolutamente

convergente.

Esta série é absolutamente convergente, uma vez que a série dos médulos é dada
co 13000 L PR s . Opil 1
por ).~y 5, que é convergente (usando o Critério d’Alembert: L 2 < 1).

00 _ 00 (=" . L.
Yo oD (Vn+1—+n) =Y., v Consideremos a série de termos po-
="

o0 1 N L.
= — mparémo-1 m rie divergen
(Vuils v Y e comparémo-la com a série divergente

sitivos Y, n=0 (VrrTr vy’

ZW:

1
(Vn+1++/n) _ 1 _)1¢0’+00

% A+ 2

logo a série de médulos considerada é também divergente. Concluimos que a
série dada ndo pode ser absolutamente convergente. Tratando-se de uma série
alternada tentemos usar o critério de Leibniz: considere-se a série dada na forma
n 1
— =——>0.
Y (-1)"a, com a, R 0. Como

_ Vi — Vn+2 -0
(Vn+2+ Vn+1)(Vn+1+ n)

Ap+1 — Ay
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)
10. a)

b)

d)

11. a)

0 que mostra que a sucessdo de termo geral a, é decrescente, e como a, — 0,
podemos concluir, pelo critério de Leibniz, que a série é convergente. Logo, a
série é simplesmente convergente.

Uma observacao: o critério de Leibniz s6 decide da convergéncia de uma série,
nada dizendo sobre a convergéncia ser simples ou absoluta. O resultado ante-
rior foi obtido depois de termos verificado previamente que a convergéncia nao
poderia ser absoluta.

[Se]
¢ : . . 1
Eumasériealternada. Considerando a série dos médulos correspondente Z sen (—),
. n=0 n
vemos que serd divergente, uma vez que
sen (l)
. n
lim —— =1

1

n
e portanto a série dos médulos tem a mesma natureza que a série harménica. Con-
cluimos que a série dada ndo pode ser absolutamente convergente. Escrevendo

a série dada na forma ). ,(-1)"a,, com a, = sen (%), temos que 1, — 0 e a, é
decrescente, uma vez que a funcdo senx é crescente para 0 < x < Z e 1 é decres-
cente. Do critério de Leibniz, a série dada converge. Logo, a série é simplesmente

convergente.

Como e).

E uma série alternada. A série dos médulos é dada por )., %, que é divergente
(uma vez que Y, = converge sse @ > 1). Concluimos que a série dada nao é

ne
o (=) _ g _ 1
absolutamente convergente. Escrevendo ), o Yo1(=1)"a,, com a, = Vi

temos quea, — 0,4, >0e

11 vn+ — \n
N Vn+1+/n

ou seja, (a,) é decrescente. Assim, pelo critério de Leibniz, a série é convergente.
Logo, a série é simplesmente convergente.

>0

ap — Apy1 =

E simplesmente convergente (proceder como em a)).

E divergente: o termo geral tem dois sublimites 1 e —1, logo é divergente. Como
o termo geral ndo converge para 0, a série é divergente.

E absolutamente convergente: é uma série geométrica de razdo —3.

[se]

X" x\"
Temos Z = Z (E) ¢ uma série geométrica de razdo 5. Logo, converge
n=0

n=0

absolutamente para >1 o x<

-2Vx>2.

X 3 X
JI<1e Xl <2 e -2 <x<2ediverge para |5
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x+2)"
b) Z (( - 2))2n é uma série de poténcias, centrada em —2, cujo raio de convergéncia

e dado por
(n+12)2” . 2n+3)

- lim Ty

(n+3)27+T

R =lim =2.

Logo, a série é absolutamente convergente para [x +2| <2 & -4 <x < O0e
divergente para [x + 2| > 2 & x < —4 V x > 0. Para |x + 2| = 2, temos:

e Se x = 0: obtemos a serle Yo
série harmonica Y ;.

oo 75, que € divergente por comparacdo com a

111;1

por -1)" P . L.
e Se x = —4: obtemos a série alternada ), % Ja vimos que a série dos

modulos correspondente é divergente, logo esta série ndo é absolutamente
convergente. No entanto, aplicando o critério de Leibniz, como 0 < — ¢é
-"

. —=- é convergente, logo converge simplesmente.

decrescente, tem-se que ).

Conclui-se que )., ((::22))2'; converge absolutamente para x €] — 4,0[, converge

simplesmente para x = —4 e diverge para x €] — co, —4[U[0, +oo].

c) Faga-se y = (2x)*:

s 2)311 yn
Z ; n+1

n=0 n=0

Esta é uma série de poténcias cujo raio de convergéncia e dado por

R =1lim &L =1.

Logo, a série é absolutamente convergente para |y| < 1 edivergente para |y| > 1. Se

y = 1 obtemos a série Z . Como ” — 1, esta série tem a mesma natureza que

n+l

a série harmonica ) l, ou seja, é divergente. Se y = —1, obtemos a série alternada

Z:(n+1 Dadoquen}r —>0eque——L:

1 .
3 i = ~ e < 0, deduz-se, aplicando o

. . -1)" P .
critério de Leibniz, que a série é convergente. Como }, % =Y, - eja vimos
que esta série é divergente, concluimos que para y = —1 a série é simplesmente

convergente. Entdo, como

1
<1l o |2x)°<1 & K< 5

lex L lex L
= = — e = — = -,
Y 2 Y 2

concluimos que a série de poténcias dada é absolutamente convergente se x €

]—%, 5[ simplesmente convergentese x = —3 e divergentese x € ] %[U [%, +oo].
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1 n22n —4 ,
d) Z - ) = Z - x) Z , fazendo y = —4x. E uma série de poténcias

com raio de convergenc1a dado por

R = lim -2~ =1.

Logo, a série é absolutamente convergente para |y| < 1 & —1 < x < ] e divergente
paraly| >1 & x < -1 Vx> . Paraly| = 1, temos:

1 Lo o 1 T ~
e Se x = —;: obtemos a série },_, 5- que é divergente por comparagdo com a

série Z,‘f 11

e Sex =1 obtemos asériealternada ), ]a vimos que a série dos médulos

correspondente diverge, portanto a serle ndo converge absolutamente. Do

critério de Leibniz, uma vez que 3~ — 0 e é decrescente, a série converge, e
portanto converge simplesmente.

_ )n22nxn

= (-1
Conclui-se que Z (2—
n=1 n
1

simplesmente para x = } e diverge se x € ]—00, _Z] U ]i, +00[.

converge absolutamente se x € ]— I %[, converge

nx n n
12. Z ((—) = Z mx” é uma série de poténcias, centrada em 0, cujo raio de
n
convergéncia é dado por

Re— 2+ _jim™*l_

n

nll

Logo, a série é absolutamente convergente para |x| < 1 e divergente para |x| > 1. Para
|x| =1, temos:

n=0 ( n+1)”

n \" "
=11 - -1
<n+1) ( n+1) -

concluimos que a série diverge uma vez que o termo geral ndo converge para 0.
_n_ — o1
OrSk (n+1)” = ¢, logo
(=1)" G5y tem dois sublimites e” l'e —e71, e a série é portanto divergente, uma

vez que o termo geral ndo converge para 0.

nt 00 n
e Se x = 1: obtemos a série Y ;. =Y 0 (ﬁ) . Uma vez que
1

e Sex = —1' obtemos a série ). . 0(—1)” J& vimos que lim 2

Conclui-se que Y., (1(1 +1))n

X €] —oo0,—-1] U1, +o00l.

converge absolutamente para x €] — 1,1[ e diverge para
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n'(x 1 . i - o i
13. E ————: é uma série de poténcias, centrada em 1, cujo raio de convergéncia é

14.

15.

dado por
w41
R=lim (D) fim m+1)! n'+1
(n+1)!+1

m+1D!+1 5 m+1D!+1
Mo+ )+t

Logo, a série é absolutamente convergente para [x — 1| <1 & 0 < x < 2 e divergente
paralx—1|>1 e x<0Vx>2. Paralx -1 =1, temos:

n!

nl+

e Se x = 2, obtem-se a série ).

0 T
nl(-1)"

n=0 pl+1 7/

tem dois sublimites —1 e 1, logo o termo geral da série ndo converge para

e Se x = 0, obtem-se a série Y .
nl(=1"
nl+1

0.

que também é divergente, uma vez que

nl(x-1)"
n!+1

Conclui-se que Y.,
X €] —00,0]U[2,+00].

converge absolutamente para x €]0,2[ e diverge para

a) E uma série geometrlca de razdo

+1’

n
o X
Ym0 (m) converge absolutamente para x > —1 e diverge para x < —1.

b) R =1; a a série converge absolutamente para —1 < x < 1, converge simplesmente
parax = -1 ediverge parax < -1Vvx > 1.

c) o raio de convergéncia da série },,25-y" € R = 1 e esta série converge ab-

soutamente para |y| < 1, converge simplesmente para y = —1 e diverge para

y <—-1Vvy>1. Fazendo y = £2, conclui-se que ¥,,_ 5- (%) converge absoluta-

mente para x > 1, converge 51mplesmente parax =1 e diverge para x > 1.

d) R = 1; a série converge absolutamente para —2 < x < 3, converge simplesmente
para x = -2 e diverge para x < =2V x > 4;

e) R =4;asérie converge absolutamente para—3 < x < Sediverge parax < -3Vvx > 5.

n
a) O raio de convergéncia da série )., ﬁ é R = +00, logo esta série converge
21

absolutamente para y € R. Fazendo y = x?, conclui-se que a série Y., GnT)l

converge absolutamente para qualquer x € R.
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16.

17.

18.

1 ) .
b) O raio de convergéncia da série )., (211 +)1 y" é R = 1, e esta série converge ab-

solutamente para -1 < y < 1, converge simplesmente para y = 1 e diverge

para y < -1V y > 1. Fazendo y = x%, conclui-se que a série Yo Sy =

—1)"
XYoo (211 +)1 x*" converge absolutamente para -1 < x < 1, converge simplesmente

parax = -1V x=1edivergeparax <-1VvVx>1.

c) R = 3; a série converge absolutamente para —2 < x < 4, divergese x < -2V x > 4.

d) R = |a]; a série converge absolutamente para —a — |a| < x < a — |a| (ou seja, para
a>0,-2a<x<0,paraa<0,0<x < -2a)edivergeparax < —a—la|Vx>a-|a
(se |x + a| = |a|, as séries obtidas tém um termo geral que ndo converge para 0).

e) Oraiode convergénciadasérie Y, - é R = 1; esta série converge absolutamente

para |y| < 1 e diverge para |y| > 1. Fazendo y = (5x + 1), e resolvendo em ordem a
(Gx+1)>"
n2+1

x, temos que ),
x<—-2vx>0.

converge absolutamente para —2 < x < 0 e diverge para

a) No ponto -3 a série dos médulos é dada por

Y lan(=3)"1 = ) 3" = ) ja,3"]

Como no ponto 3 a série é divergente, a série ), a,3" é divergente, e ). |a,3"| é
também divergente. Logo a convergéncia em —3 é simples.

b) O raio de convergéncia da série é 3, uma vez que a convergéncia em —3 é simples
(se |x| < R, a série converge absolutamente em x, se |x| > R, a série diverge em x,
logo se a série converge simplesmente em x, tem-se |x| = R). Logo a série converge
absolutamente para |x| < 3 e diverge para |x| > 3.

c) Por exemplo, Y -1

a) Z( 1)n n+2 _

[o¢]

b) Z n'13” X" = ¢3, para x € R (dado que Yo, Ly"=e¥, paray € R).

n3”

7/ para lx| < 1 (dado que Yo" y" Ey, para |y| < 1).

(-1)" 2n+1 D" on+l _
C) Z on +1)'( x+1)""*" =sen(x + 1), para x € R (dado que ), 0(2n+1),y T =seny,

para y € R).

i —1)" 4n .
d) Z;‘ ( (Ziz)! x*" = cos(2x?), para x € R (dado que Y, (Zn yZn = cos v, para y € R).

(o]
e2"

a) e2x+1 — eer — Z
n!

n=0

M (0) = e2.
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x x - - -
— — —1)""y" = —1)n n+l _ -1 n—12n—1 n,
b) 51 T o xé( y'2'x ZO< y'2'x Z( )'"'2"'x", para
|2x| < 1.
Temos f™(0) = n!(-1)""12"1,

2 _ . (_1)n 4n
c) cos(x +1)° = ,;f @] (x +1)*, parax € R.
Temos f#)(-1) = (2n)! G = (-1)", fO(=1) = 0, se k # 2n.
1 1 1 1 Iv( x=2 (-1)
’ = — = = — = — — 2 n
d) (lOg .X') ¥ 7+ (X _ 2) 2 1+ 72 2 L ( ) Z n+l (.X' ) , para

~22| <1 & 0<x<4. Logo,

n n-1
logx—Zzn+(l(1)+1)(x )"l 4+ C = Z( D) (x=2)"+C.

Fazendo x = 2, temos C = log 2.
Temos f™(0) = n! & )" Lo e paran >1e f(0) = log 2.

27[
e) f e’ dt) =e™ = —
(0 >

: —2 _ (_1)n 2n+1
‘f;e dt_;—n!(2n+1)x + C.

Fazendo x = 0, temos C = 0.
Temos f@*D(0) = 2n + 1)! - = @n)t &L e f@(0) = 0

n!(2n+1)

1)n 2n
x“", para x € R. Logo,

f) Como e), notando queseny = Y., (Z;i);),yz’m.

1 o0 o
g)p((xH)Z) x+1 Z( DA :Z —1)"'x", para |x| < 1. Logo,

n=

(o] (o]

1 +1 1
- n 71 1 n 71
T ;n( 1) Z:dn+ )(~1)"x
Temos f™(0) = n!(n + 1)(-1)" = (n + 1)!(-1)".
1 1 1 1 = (1) .
h)1+x:2+(x—1):§1+ﬂ: 2n+1(x—l),para|x—1|<2<:>—1<x<3.

2 n=0

Temos f(1) = "t~
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i) (arctgy) = = Z )'y*", para |y?| < 1 & -1 < y < 1. Logo,

— D" oun
arctgy—;2n+1y +C
Fazendo y = 0, temos C = 0. Temos assimpara -1 <x*<1& -1<x<1

. (_1)n x4n+2.

arcte x> =
& 2n+1
n=0

Temos f#2(0) = (4n +2)1 EX e £0(0) = 0 para k # 4n + 2.

2n+1’

i) (log(x®* +1)) = —— =2x Z( —x?)" = Z 2(-1)"x**!, para -1 < x < 1. Logo,
=0

- 2(-1)" - (D)
2 2n+2 _ 2n
log(x* +1) = 2n+2 +C_E x"+C.

n=0 n=1
Fazendo x = 0, temos C = 0.
Temos f®)(0) = (2n)! —(_1:_1, @ 0) =0

19. a) Zanx”, comay=az=1,a,=0,n+#0,3, parax € R;

b) Ir_npossivel a fun(;éo nao estad definida em 0;
c)log3 + Z

d) Z S+ D+ 2", x €] - 1,1
e) Impossivel, a fungdo ndo estd definida em 0;

= 1
ny (1 - 2n+1)xn,x €] 1,1[;
n=0

g) Impossivel a fungdo ndo estd definida em 0;

( 1) 2n+2 _ .
h)ZZon Jxe[-1,1];

( 1 22n 2n+1
)Z(2n+1)' /X ER.

x", parax €] - 3,3];

20. a)1+(x-1)+(x—-1?x€R;
b) Y (=1)"(x - 1), x €]0,2[
n=0
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(o]

C)Z—(x 1), xeR;

n=0

d)x-1)+ Z ngl_)"l)(x ~1y", x €[0,2];
n=2

X (_1\n-1
e) % +Z ( 222 (n—1)(x—-1)", x €] —1,3[;

f)Z( 1)"(n - 1)(x = 1), x €]0, 2[;

g) Imposswel a funcdo ndo esta definida em 1;
h) Impossivel, a fungdo ndo estd definida em 1;
i) Impossivel, a fungdo nédo é diferencidvel em 1.

21. a) Temos

4 (o] [o0) (]
X It N _ nyn+4 _ n-4.n
1_2x—x ;Zx—nzzéZx —HZ:::Z x",
paral2x| <1 -3 <x <3
’ ” 22 f(n)(O) n—4 (n)
b) Temos f(0) = f'(0) = f”(0) = f"(0) = 0 e paran > 4, - =2"" o f(0) =

n!2"* Como f®(0) = 4! > 0, f tem um minimo em 0.

[o¢]

s _ 1\ _ 1\n+l
22. (x = 1)¢* = (x = e = (x - 1)625 % Zg e 1) Z z 1),( -
Logo, - '
(1
: nf - (nfl)! @ fU) = ne

(x—1)"

3"\n

23. a) A série de poténcias Z tem raio de convergéncia dado por

1

R=lim—V" —3%im /21— 3
3+l \p1 n

Logo a série converge absolutamente para [x — 1| < 3 & -2 < x < 4 e diverge para
x < =2Vx>4. Emx = 4, obtem-se a série ) \}_, que é uma série divergente (jus-

tifique). Em x = -2, obtem-se a série alternada Z e 1)” que é convergente (critério

de Leibniz), e a série dos médulos diverge. Logo, a serle converge absolutamente
parax €] —2,4[.
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24.

25.

gll(l) _ L
2! 9 \/E

oo nx =D s (D —-1)"
g(x)—;—yﬁ "L v

Escrevendo x = 1 + (x — 1), a série de Taylor no ponto 1 de x + g’(x) é

2
0g"(1) = i Temos

b) g(1) =0

S (n+Dx-1)" 4 V2 = (14 1)(x = 1)"
+(x )+ p— 3n+1 ‘/7’1+1 3 +( * 9 )(x )+ p— 3n+1 ‘/7’1+1
Tem-se
(og(1 + ) = 7~ ; nZ()( W' = Z( "y,

para |y| < 1. Primitivando obtemos

[o¢]

log(1+y) =

_ i (_1)n—1 .
—; " y'+C

Fazendo y = 0, temos C = 0. Conclui-se que, para [x3| <1 & -1 <x <1, asérie de
MacLaurin para ¢ é:

d(x) = xlog(l +x°) = xZ Dl ()" = Z GV sy

n=1

=O

Do desenvolvimento acima temos:
¢/(0) — (z)r/(o) — ¢/rr(o) — 0, ¢(4)(0) =4 > 0[
e portanto a fun¢do tem um minimo em 0.

Do Teorema Fundamental do Calculo, ¢’(x) = 2xlog(l + x*). Como log(l + y) =

Yoy (_17):_1 y", para |y| < 1 (justifique), temos
’ _ . (_1)n_1 dn _ . 2(_1)n_1 An+1
V=), = ) Tt
n= n=

para |x* <1 & |x| < 1. Logo, para -1 < x < 1,

_ . 2(_1) n+ ( 1)n ! n+
qb(x)_;m‘l T Z:n(Zn+1 A+ C

Fazendo x = 0, temos C = 0.
Como ¢®(0) =0,k =1,2,3,4,5e ¢p©(0) = 6! 1 > 0, ¢ tem um minimo em 0.
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