3 Fungoes reais de variavel real (Solugoes)

1. a) Como ¢* é crescente, com contradominio ]0,+oco[, o contradominio de f é
Je™,+oo[. Parax > 0 e y € Je?, +oo[, temos

f=yee?=yor’-2=logyox=logy+2.

Logo, a inversa de f é
e ]e_z, +oo[ - R*, f(y)= +logy+2.

b) O contradominio de sen restrito a ]—%, 2| é sen (]—%, %D = ]-1,1[, logo o con-

tradominio de f é ] —2,2[. Parax € ]—g, %[, y € 1-2,2[, temos
- _ _ Yy
fx)=ye2senx=y o x= arcsen 5
(note-se que % €] — 1,1[, que é o dominio de arcsenx). Logo a inversa de f é
f1-2,2[ - ]—g, g[, iy = arcsen%.

o f:1-1,1 - ]O, %[, f(y) = ;arcos y.
d ff1:R- ]1 -Z1+ %[, f U (y)=1+arctgy.

2. Por definigdo, arcsen([-1,1]) = [-7, 7], arcos([-1, 1]) = [0, ]. Tem-se arcos0 = 7,
arcos1 = 0, arcos (—%) = arcsen(—%) = -Z, arcsen 2 = Z, arcos (—g) =

arcsen% = },arctgl = 7, arctg(— \/5) =-Z
3. senx =a & x = arcsena + 2kn, k € Z,tgx =a & x = arctga + kmi, k € Z.

4. a) Directamente da definicdo de arcos.
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b) Directamente da defini¢do de arcsen.

c) Se o = arcsenx, entdo sena = x e a € [ z ”]. Queremos calcular cosa. De

272
cos’a +sena =1, temos cosa = + V1 —sen?a. Como « € [—g, %], cosa >0,
vem

cos(arcsenx) = cosa = V1 —sen2a = V1 — 2.
d) Idéntico a ¢).

e) Se o = arcsenx, x # +1, entdo sena = xe a € ]—g, %[ Queremos calcular tg a.

2, 1 _ _ 1
Del+tg’a = oz = e, temos
) 1 sen’ a sen? o | sen a

tgta=—->—-1=—"T-—6tga==% — = .

1-sen’a 1-sen’a l1-sen*a 41 _sen2a
Logo,

x|
tg(arcsenx) =

J_r\/l—xz'

Sea € [O, g], entdo sena > 0 & |x| = x. Como tga > 0, temos

tg(arcsenx) = .
1—x?

Sea e ]—%,O], sena <0 & |x| = —x. Como tga < 0, temos

-x _ x
—VI-2 VI-2

tg(arcsenx) =

f) Idéntico a e).

5. f: D — R fungdo injectiva e g : f(D) — D a sua inversa.

a) Seja f crescente. Como f é injectiva, f é estritamente crescente. Logo, para
x,xX' €D, x>x" & f(x) > f(x'). Entdo, paray,y’ € f(D), y = f(x),comy’ = f(x’)
(ou seja, g(y) = x, g(y’) = x') temos

y>y e fx)> f(x) o x>x © gy) > gy).

Logo g é (estritamente) crescente.

b) Para y € f(D), seja x € D, com y = f(x), ou seja, tal que g(y) = x. Entdo -y =
—f(x) = f(=x), porque f é impar, logo g(—y) = —x, e assim g(-y) = —x = —g(y),

e ¢ é impar.

c) Directamente de a), b) e das propriedades de senx, cos x, tg x.
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7.a)1-22[; b)R\{kF:keZ; oR\{kJ:kez}; d)]l,+oof; e)][0,1];

10.

11.

f) IR\ {_1/ 1}/ g) ]_OO/ _1] U [1/ +OO[,' h) ] — 00, 0], 1) [—1, sen 1[

Como arctg é uma fungédo limitada, arctg(u,,) € uma sucessao limitada.

Por outro lado, como arctg é uma funcdo crescente, se (u,) é uma sucessao
mondtona crescente (para decrescente é idéntico), (arctg u,) serd também crescente:

Ups1 = Uy = arctg(uy.) > arctg(uy,).

Sendo monétona e limitada, (arctgu,) é convergente.

. f é continua em a € R sse dado 6 > 0, existe € > 0 tal que

Ix —al <e=|f(x) = f(a)| <o.
Para f(x) = x> + 1: dadosa € Re 6 > 0, temos
If() = f@| = ¥ +1-a*=1| = |x* = a®| = |x + allx — a| < (|x| + la])lx — al.

Se x € Ve(a) temos |x —a| < € e também |x| = [(x —a) +a| < |x —a| + |a| < € + |a|. Logo,
para x € V¢(a) tem-se

f(x) = f@)] < (e +lal + |aDlx — al < (2la] + €)e.
Agora para que |f(x) — f(a)| < 6 é suficiente escolher € > 0 tal que

(2lal + €)e < 6 © €* + 2Jale — 6 < 0.

~2lal+ \/4laP+45 N )
Como e +2uale-0=0¢ € = M = —lal £ Vlal> + 6, temos entdo que é
suficiente tomar € tal que

0<e<—lal+ lal*+0,
para obter que |x —a| <€ = |f(x) — f(a)| < b.

a) Como limx, = 1e f é continua em 1, temos lim f(x,) = f(limx,) = f(1) = 1.

b) Da mesma forma, lim f(x,) = f(1) = 0.

c) Como lim,_,;+ f(x) = 400, temos lim f(x,,) = lim,, 1+ f(x,) = +oo0.

Seja ¢ : [a,b] — R uma funcdo continua (com a,b € R e a < b), e (x,) de termos em
[a,b] tal que lim ¢p(x;,) = 0.

Como (x,) tem os termos em [a,b], (x,) é limitada e, do Teorema de Bolzano-
Weierstrass, tem uma subsucessdo convergente que designamos por (x,,). Como
Lim ¢(x,) = 0, e (¢(xp,)) € uma subsucessao de (¢(x,,)), temos lim ¢p(x,,) = 0.

Por outro lado, como ¢ é continua em [q,b], lim ¢(x,,) = ¢(limx,,). Logo, se
| = limx,,, temos ¢(I) = 0.
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12.

13.

Seja g : [0,1] = R uma fungado continua em [0, 1].

a) Se existisse uma sucessdo (x,) de termos em [0, 1] tal que g(x,) = n para todo
n, entdo lim g(x,) = +oc0. Tomando uma subsucessao (x,,) convergente de (x,),
que existe pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, teriamos:

lim g(x,) = +oo,

lim ¢(x,,) = g(lim x,,), porque g é continua.

Logo g¢(limx,,) = +o0, 0 que € absurdo.

(Alternativamente, g ndo serialimitadaem [0, 1], o que é impossivel, do Teorema
de Weierstrass, uma vez que g é continua em [0, 1].)

b) Se (x,) de termos em [0, 1] é tal que g(x,) = % para todo n, entdo lim g(x,) = 0.
Além disso, sendo (x,) limitada, possui uma subsucessdo convergente em R
como na alinea anterior. Designemos essa subsucessdao como (x,,) e limx,, =
c. Como (x,,) C [0,1] e este intervalo é fechado ¢ € [0,1]. Como (g(x,,)) é
uma subsucessdo de (g(x,)) temos também lim g(x,,) = 0. Pelo critério de
continuidade de Heine lim g(x,,) = g(c) e portanto g(c) =

a) £ é dada pelo quoc1ente de duas fungdes polinomiais, logo é continua no seu
domlmoD xeR:x*+x#0} =R\ {0};

b) Como a): é continua em IR \ {—2 -1,0}

c) Vx é continua em [0, +oo[, 2 = é continua no seu dominio (como em a)), ou seja
em R\ {-1,0}. Logo Vx — == é continua em [0, +co[N(R \ {-1,0}) =]0, +oo[;

d) sen (COS V1 - x2) édada pela Composigéo de fun¢des continuas nos seus dominios,
logo é continua no seu dominio D = {x e R : 1 —x* >0} = [-1,1];

e) Como d): é continua no seu dominio, D ={x € R : 1 —x*> >0} =] - 1,1];

f) /tg2x — cotg 2x é dada pela composi¢do de funcdes continuas nos seus dominios
logo é continua no seu dominio, ousejaem D = {x € R : 2x # 7 +krt A 2x #
ko : ke Z} =R\ {k} : ke Zj;

1 2 . ~ ; fs
g) 7= ¢ dada pelo quociente de duas fung¢des continuas nos seus dominios, logo
1
) , Va1 I iy ,
funcoes contmuas nos seus dominios, logo é continua no seu dominio que é

R\ {1}. Logo, \/— \/_econtmuaem]R\{ I

1
h) 'iz 1' é dada pelo quociente de duas fungoes continuas nos seus dominios, logo

serd continua no seu dominio que ¢ R\{-1,1}. (Nota: = 'x 1' =1,sex<-1vx>1,

U= 1,se-1<x<1)

é continua no seu dominio, R. é também dada pelo quociente de duas

i) V-sen?xédada pela composicdo de fungdes continuas nos seus dominios, logo
é continua no seu dominio, que é D = {x € R: —sen’x > 0} = {x € R: sen’x =
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14.

15.

16.

0} = {kmr € R : k € Z}. (Alternativamente, nota-se que a func¢do é constante e
igual a 0 em D, logo continua porque qualquer fungdo constante é continua;
ainda de outra forma pode-se notar que qualquer fungido cujo dominio é for-
mado exclusivamente por pontos isolados', é necessariamente continua (prove
esta afirmacdo!).)

Sendo f e h duas fungdes e a € R, tais que I é continua em a4 e f é continua em
h(a), entdo necessariamente ¢ = f o h é continua em a. Se f : R — R é continua no
ponto 1, e g(x) = f(senx), entdo, como senx é uma fungdo continua em qualquer
a € R, gserd continuaema € Rtalquesena=1&a= % + 2kmt, com k € Z.

Como tg e cotg sdo continuas, respectivamente em a # J + kr, e a # km, k € Z,
temos que tgx — cotg x é uma fungdo continua em D = R\ {k5 : k € Z}. Sendo f
uma fungdo continua em 0, temos entdo que g(x) = f(tgx — cotg x) é continua em
cada a € D satisfazendo tga — cotga = 0. Como,

1 tgla-1
ga  tga

e, portanto, tga — cotga = 0 equivale a tga = +1, ousejaa = 5 + kr, comk € Z,
concluimos que a fun¢do dada é necessariamente continua nestes pontos.

/4

tga — cotga = tga — n

Temos
0, sexeQ,

f(x):xd(x):{x sexe R\ Q.

Paraa # 0: sea € Q, podemos definir x, = a + %, Yp=a+ % e temos

® Xy a4, Yn—4a,

¢ %, €Q= f(x,)=0=f(), Y ER\Q=> f(y) =yu=a+-2 5 a#0.
Logo f ndo é continua em a (usando a defini¢do no sentido de Heine). Paraa ¢ Q,
a demonstracdo é semelhante.

(Alternativamente, usando a defini¢do no sentido de Cauchy, existe 6 > 0, por
exemplo, 6 = |a|, tal que em qualquer vizinhanga de a existem pontos x tais que
|f(x) = f(a)l > O: sea € Q, toma-se x € R\ Q,sea € R\ Q, toma-se x € Q.)

Para a = 0: se (x,) é uma sucessdo arbitraria tal que x, — 0, entdo f(x,) = x,d(x,).
Como d é limitada, d(x,) é uma sucessdo limitada. Logo, como x, — 0, temos
f(x,) =d(x,)x, = 0= f(0). Logo f é continua em 0.

(Alternativamente, usando a defini¢cdo de continuidade no sentido de Cauchy,

1f () = FOO) = [f ()] < [x].

g € D é um ponto isolado de D se existir € > 0 tal que V.(a) N D = {a}.
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Logo, dado 6 > 0, existe € > 0, por exemplo, € = 6 tal que
Ix - 0] <e=|f(x) - f(O) <o.
Logo f é continua em 0. )

17. a) lim,_, % = +o0 : temos de mostrar que dado 6 > 0 arbitrario, existe € > 0 tal
que
1 1
lx—-0|<e :> = > <
5
Entdo, dado 6 > 0, temos
1

1
E>5®x <6<:>|x|<\/_

Tomando, por exemplo, € = V5, mostramos que lim, % = +oo.

¢) lim,_ e VX = +co: temos de mostrar que dado 6 > 0 arbitrario, existe € > 0 tal

que
1 1
x> - = Vx> =,
€ 0
Dado 6 > 0, temos
1 1
\/_>5(:)x>§

Tomando, por exemplo, € = 6%, mostramos que lim,_, ;. Vx = +o0.

3

18. a) lim,_, L =1;
. 3_2__. 2(x—1)+x—1 P+l _ q.
b) lim, =55 = limy T = prell

=0-1=0, uma vez que lim, ,o =2 = 1.

¢) limyg &= =
d) limy_ [x2(1 — cos };)] =0 (como g)).

: 1% b _ 1 _
e) lim,_,sen $ ndo existe: sex, = —, ey, = temos que

+2nn
e x, > 0ey, >0
e sen - = sen(nm) = 0 e sen yi = sen(% +2nm) = 1.
n n
. 1 . 1 ~ ~
Como lim sen = F lim sen o e (xn), () sdo sucessdes convergente para 0, temos
que lim,_,o sen % nao existe.
f) limy 0 sen% =sen(0) =
g) lim,_, xsen% = 0: dada uma sucessao arbitréria (x,) tal que x, — 0 (e x, # 0),
temos

. 1
limx,sen— =0
Xn

uma vez que (x,) é um infinitésimo e (sen xi) é uma sucessao limitada.
n
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19.

20.

21.

22.

x(x—1)

i _x=x Gt VR | X _
a) lim,_, x2 o = limy e = lim,_,; Ty = 1,

: tg5x sen 5x 5 _ 1.5 _10 - senx _
b) lim, o ooy = lim,_,o e =1 T = 3, umavezque lim, o = = 1.

Se existirem os limites laterais f(07) e f(0*), temos
lim f(—%) = £(07), lim f(%) = £(0").

Entdo,

S8 31 o1

n

Se existir lim,_, f(x), temos f(07) = f(0*) = lim,_ f(x). Como f(07) + f(0*) =1,
temos 2lim, o f(x) =1 © lim,_, f(x) = 1

fR-R,

x+|x| , sexeQVvx<O,
f) = d()_{x, sex>0A€eR\Q.

a) Para x < 0, temos f(x) = 0, logo f(]-o0,0]) = {0}. Para x > 0 temos f(x) = 0,
sexe€ Qe f(x) =xsex € R\ Q. Logo f(]J0,+oo[ = {0} U {x e R\Q:x>0} =
{0} UR*\ Q. Assim, f(R) = {0} U R*\ Q.

A fungdo ndo é majorada, uma vez que R* \ Q ndo é majorado, é minorada por
0.

b) lim,, o f(x) = lim,,_ 0 = 0;

lim,_,,o f(x) ndo existe: se x, = n entdo f(x,) =0, se y, = V2n entdo fly,) =
V2n — +oo.

c) f continua para x < 0 (ver Ex.16).

f:R — R, continua no ponto 1, dada por

0, sex < -1,
f(x) = Jarcsenx, se—-1<x<1,
Ksen(%x), sex > 1.

a) Como f é continua em 1, temos f(1) = f(1*) = f(17). Temos f(1) =K e
f(a7) = liq} f(x) = lir?_ arcsen x = %
LogoK =7

b) f é continua em R \ {-1} (justificar!).
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23.

24.

c) A partir dos contradominios de arcsen e sen temos

fR) = f(J =00, ~1) U fI-1,1[) U f([1, +eo])

ool 25024154

d) lim,,_« f(x) = 0; lim,_,;«, N80 existe (justificar!).

¢ : R — R definida por:

- arctgl, sex <0,

X) =

14 1+¢e™, sex>0.

a) Para a > 0: ¢ é continua em 4 uma vez que numa vizinhanca de 4 é dada
pela fungdo 1 + ¢!, que é continua por ser dada pela composigdo de fungdes
continuas. Para a < 0: ¢ é continua em a uma vez que numa vizinhanca de
a é dada pela fungdo arctg i, que é continua (em R\ {0}) por ser dada pela
composicdo de fung¢des continuas nos seus dominios.

b) (P(0+) = limx_>0+ 1+el™ =1+e
@(07) = lim,_,- arctg 1 = —Z.
Como ¢(0*) # ¢(07), @ ndo é continua em 0. Mas ¢(0*) = ¢(0), logo ¢ é continua
a direita em 0.

¢) im0 @(x) = limy 0 1+ €™ =1,
lim,,_o @(x) = lim,,_o arctg% =0.

d) (R) = @(] —o0,0[) U ([0, +oo]) = [ U]1,1 + ¢] (justifique!).

a) e @édadapelacomposicdo de fungdes continuasnos seus dominios: a fungao
exponencial, continua em R e -, continua em R \ {0}. Logo ¢ é continua
em R\ {0}.

o Yé dada pela diferenca de duas fungdes: xsen i e cos 1. As fungdes sen: e
cos 1 sdo continuas em R \ {0}, uma vez que sdo dadas pela composicao de
fung()es trigonométricas continuas em IR e 1 continua em R\ {0}. Logo,
xsen 1 e cos 1 sdo continuas em R\ {0} e ¢ tambem 0 sera.

b) @ e i sdo prolongavels por contmuldade a 0 sse existir (em R) lim,_,, ¢(x), e
lim,_,o Y (x), respectivamente. Para ¢:

hm(p(x) = 1111(}3 2 = lim ¢’ = 0.

Yy——00

Logo ¢ é prolongéavel por continuidade a 0. Quanto a ¢
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e lim, , xsen% = (0, uma vez que para qualquer sucessdo (x,) com x, — O,

temos

1
limx,sen— =0

por ser o produto de um infinitésimo por uma sucessao limitada. Por outro
lado,

lim,,0 cos 1 ndo existe, uma vez que para x, = 5

2w @ Yn = T
se limx, = limy, = 0 e limcosé = limcos(2nm) = 1 e limcosﬁ =
lim cos((2n + 1)) = —1.

Logo lim,_,1(x) ndo existe e ¢ ndo é prolongavel por continuidade ao
ponto 0.

tem-

@(x) > 0, uma vez que a fungdo exponencial é sempre positiva. Por outro
. 2 1
lado, —xl—z < 0, logo como a funcdo exponencial é crescente, temos e ¥ <

e’ = 1. Conclui-se que 0 < ¢(x) < 1, e ¢ ¢ limitada.
Para 1: cos % ¢é limitada, com —1 < cos }—C < 1. Quanto a xsen %, temos

1
sen ¢ ' seny_1

lim xsen— = lim
x—+00 X x—+00 £ y—>0+ y
X
e da mesma forma lim,_,_o x sen% =1 (alids, a fungdo é par). Logo, como
existem em IR, os limites em +o0o e —o0, existe 4 > 0 tal que 1 é limitada em
[a, +o0[ e em | — 00, —a]. Para x € [—a, a], temos

<|x| = <a.

1
xsen —
X

1
X sen —
X

Logo ¢ é limitada em R. (Alternativamente, como 1 é prolongavel por
continuidade a 0, o Teorema de Weierstrass garante que o seu prolonga-
mento continuo terd méximo e minimo em [—4, 4], logo sera limitado e 1,
por consequéncia, também.)

25.a) D={xeR:x>0Ax-1%0}=[0,1[ U ]1,+oo].

b)

1
lim f(x) = lim - lim ¥ =0

X—+00 xX—+400 X — x—+00 | —

==

B

fi £0) = fim 7 = oo

= +o00.

lim f(x) = lim

x—1* x—1t X —

c) f(D) = f([0,1)) U f(I1, +oo]).
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26.

27.

e f([0,1[): se x € [0,1], entdo x — 1 < 0 e assim f(x) < 0, ou seja f([0,1]) C
] = o0, 0]. Por outro lado, como f(0) = 0 e lim,_,;- f(x) = —oo, e f é continua
no seu dominio (por ser o quociente de fungdes continuas), do Teorema do
Valor Intermédio temos que | — 00,0] C f([0, 1[). Logo, f([0, 1[) =] — o0, 0].

o f(]1,+oo[): se x €]1, +oo[, entdo f(x) > 0, ou seja f(]1, +oo[) C]O, +oo[. Como
f é continua em ]1, +oo[, e lim,_,1+ f(x) = 400, lim, ;o f(x) = 0, temos de
novo pelo Teorema do Valor Intermédio, que ]0, +oo[C f(]1, +oo[). Logo,
(11, +oo[) =]0, +o00l.

Conclui-se que f(D) = R.
d) e (u,) convergente com (f(u,)) divergente: qualquer sucessao no dominio de

f comu, — 1, por exemplo, u, =1 - % — le f(u,) = —co.

¢ (v,) divergente com (f(v,)) convergente: qualquer sucessdo no dominio de
f com v, — +oo, por exemplo, u, =n — +oo e f(u,) — 0.

a) f e gsdo continuas no seu dominio, ]0, +oo[, por serem dadas pela composicdo
e produto de fun¢des continuas nos seus dominios.

b) lim, e f(x) = +00, lim,, 400 g(x) =0

c) lim,_,o f(x) = —o0, logo f ndo é prolongével por continuidade a 0; lim,_,o g(x) =
0, logo g é prolongavel por continuidade a 0.

d) Como f é continua em R* e lim,_,o f(x) = —00, lim,_,; f(X) = 400, temos do
Teorema do Valor Intermédio, que f(D) = IR.

(Alternativamente, x €]0, +oo[& 1 + x €]1, +00[ e log(]1, +oo[) =]0, +oo[. Logo,
f(D) = log(]0, +oo[) = R.)

1
X

a) lim,,_o f(x) = lim,,_o, —€x = —1.
limy oo f(x) = limy 400 log 5 = —00.
b) Ema > 0: f é continua em a uma vez que, numa vizinhanga de 4, f é dada

pela fungdo log 71, que é a composta de fun¢des continuas nos seus dominios
e portanto continua no seu dominio.

Ema < 0: f é continua em 2 uma vez que, numa vizinhanca de 4, f é dada

< 1 . ~ y .y
pela fungdo —ex, que é a composta de fungdes continuas nos seus dominios e
portanto continua no seu dominio.

¢) Temos
. . 1 _
3}1_}15'& fx) = }1_}1& log T log(1) =0
lim f(@) = lim —e* =0.

Logo existe lim,_,g f(x) = 0 e f é prolongavel por continuidade a 0.
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28.

29.

d)

a)

b)

Se g é o prolongamento por continuidade de f a 0, ou seja,

1
—ex, sex <0,
g(x) =10, sex =0,
log 7=, sex>0.

entdo g é continua em R (é continua em 0 por definicdo, e é continua em R\ {0}
porque f é). Logo, do Teorema de Weierstrass terd maximo (e minimo) em
qualquer intervalo limitado e fechado. Em particular, em qualquer intervalo

[—€,€], come > 0.
1, . , 2 1,
Como —ex é crescente (a exponencial é crescente, 1 é decrescente, logo ex é
decrescente), temos para x € [—¢,0[ que g(x) < g(07) = 0. Por outro lado,
1 2 . p .
log - ¢é decrescente (o logaritmo é crescente e — € decrescente), logo para

x €]0,€], g(x) < g(07) = 0. Conclui-se que maXye[—e,e) g(x) = g(0) = 0.

A fungao ¢ é continua no seu dominio D = {x € R: 1 —x? € [0, +o0[}, uma vez
que é dada pela composi¢do de fungdes continuas nos seus dominios. Temos

1-x*€[0,+0[e1-x¥>0*<leoxe[-1,1],
ou seja, D = [-1,1]. Como D é um intervalo limitado e fechado, o Teorema de

Weierstrass garante que ¢ tem maximo e minimo em D.

Nao. Neste caso, o dominio de ¢ seria ] -1, 1[. Tomando uma funcéo g ilimitada
numa vizinhanga de 0, terfamos que ¢ seria ilimitada em vizinhancas de -1 e
1. Por exemplo, se g(x) = log(x), entdo lim,_,;- p(x) = lim,_,_1+ p(x) = —c0.

Seja g :]a, b[ = R uma fungdo continua em ]a, b[, a,b € R tal que

lim g(x) = - lirrh} g(x) = —oo.

Queremos ver que existe uma e uma sé func¢do continua / definida em [a, b] tal que

h(x) = arctg[¢(x)*], x €]a, b[.

Entdo, para x € ]a, b, a fungdo h ja estd definida, de forma tnica, pela férmula
acima, ou seja, definimos h(x) = arctg[g(x)?]. Para x = 4, como h é continua em 4,
temos necessariamente

h(a) = lim arctg[g(x)’] = lim arctgy = g,
x—at Yy—+00

e da mesma forma

— 1 21 _ 1 _r
h(b) = }1_}11;7 arctg[g(x)] = yl_l)rpm arctgy = >
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30.

31.

Para determinar o contradominio de &, determinamos primeiro o contradominio de
g: uma vez que g é continua em ]a, b[ e lim,_,, g(x) = —oo, lim,_,; g(x) = +o0, tem-se
do Teorema do Valor Intermédio que g(]a, b[) = R. Conclui-se que o contradominio
de ¢ é [0, +oo[ e portanto

(la, bl) = arctg([0, +co]) = [o, g[

Como h(a) = h(b) = 7, temos entdo que k([a, b]) = [0, Zl

Para x = 0, temos sen®0 + cos’0 = 1 e para x = 7, sen®nt + cos®>n = —1. Se
f(x) = sen®x + cos® x, entdo f é continua porque é dada pela soma e produto de
fungdes continuas e f(0) = 1 > 0, f(n) = -1 < 0, logo, pelo Teorema do Valor
Intermédio, existe x €]0, [ tal que f(x) = 0 & sen’x + cos® x = 0.

Seja f continua em R tal que existem e sdo finitos lim,_, o f(x) € lim,_,_ f(x).

a) Como existe (em R) lim,_,;« f(x), temos que f é limitada numa vizinhanga de
+00, ou seja num intervalo [b, +oo[, para algum b € R. Da mesma forma, f sera
limitada num intervalo | — oo, 4] para algum a € R.

Por outro lado, por ser continua, o Teorema de Weierstrass garante que f é
limitada em [a, b]. Logo é limitada em RR.

b) Para g(x) = W, temos g(x) < leg(x) =1 & f(x) = 0. Agora, se o produto
dos dois limites indicados é negativo, ou seja, se os limites indicados tém sinais
diferentes, entdo existem a,b € R tais que f(a) > 0 e f(b) < 0, logo como f é
continua, o Teorema do Valor Intermédio garante que existe c tal que f(c) = 0.
Temos neste caso g(c) =1 = maxg.
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