6 Calculo Integral (Solucdes)

1. (a) Sejad =1{0 =+t,...,t, = 2} uma decomposicdo de [0, 2]. Podemos assumir que 1 €
d (caso contrario, toma-se d’ = d U {1}, e tem-se Sy (f) < Sa(f), s (f) = sa(f)). Seja
1 =t, paraalgumk € {1, ..., n—1}. Tem-se entdo, escrevendo M; = SUP.fs. ] f(x),
m; = infyepy, 11 f(2),

Mi=1,1<i<k-1, M=2, ,M;=3k+1<i<n,
m=01<i<k, my=2 ,m=3k+2<i<n.
As somas superior e inferior ficam:

Sd(f) = 1(t1 — t() + ...+ tk—l — tk_z) + 2(tk — tk—l) + 3(tk+1 — tk + ...+ tn — tn—l)
= 1(tx-1 — to) + 2(tx — t—1) + 3(t, — tx)
=t +2(1 = f1) +3(2-1) =5 -ty

Sd(f) = 1(1’1 — to + ...+ tk — tk—l) + 2(tk+1 — tk) + 3(tk+2 — tk+1 + ...+ tn — tn_1)
= 1(tx — to) + 2(txe1 — t) + 3(tn — tre1)
=t + 2tk — 1) + 32 = fr41) = 5 — 1.

Como 1 = t; € [t1, tis1], escrevendo ty1 =1 —€1, i1 = 1+ 6, com 1 > €1,6, > 0
arbitrarios, temos

Sd(f)=5—tk_1=4+€124, Sd(f)=5—tk+1=4—€2§4.
(b) Na alinea anterior vimos que dados 1 > €1, €, > 0 arbitrdrios, existe d tal que

Si(f) =4 +e€y, si(f) =4 - €.

Conclui-se entdo que

—2
f f =inf{S4(f) : d decomposi¢do de [0, 2]} < 1inf0(4 +¢€1) =4,
0

>€1>
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2
f f =sup{Si(f) : d decomposicdo de [0,2]} > sup (4 —¢€;) = 4.

~Y 0 1>e>>0
-2 —2
Logo, temos 4 < izf < fof < 4, ou seja, izf = fof = 4. Assim, f é integravel
com foz f=4
(a) Seja f > 0. Para cada decomposicdo d = {a = ty, t1, ..., t, = b}, tem-se neste caso

2
M;i(f?) = sup fz(x)=[ sup f(x)) = Mi(f)?,

x€[tiq,ti] x€[ti_1,t]

2
m(f) = int f2<x>=( inf f(x)) = ()

x€[ti_q,ti] x€[ti_1,t]

Temos entdo

Sa(f) = salf?) = Y (Mi(f?) = mi( )t — ti1)
i=1
= Z(Mi(f)2 — mi(f)?)(t — tica)
i=1
= Y (Mi(f) = mi( )MCF) + mi F)( = 1)
i=1

<2M ) (Mi(f) = mi( D)t = 1) = 2M(Saf) = su(f)),
i=1

onde M = sup, ., f(x). Dado € > 0 arbitrdrio, como f ¢ integrdvel, podemos

€

escolher a decomposigéo d tal que Si(f) — s4(f) < 55;, e portanto tal que

Sa(f) - salf) <e.

Conclui-se que f? é integravel para f > 0 integravel.
Para f arbitrdria, como f integrdvel = |f| integravel e portanto, como vimos
acima, |f|* = f? é integravel.

(b) De fg = 3((f + )* — f> — %), temos que fg é uma soma de fungdes integraveis,
e portanto integravel.

. Como f é continua em [, b], pelo Teorema de Weierstrass serd limitada em [a, b], ou
seja, existem m e M tais que m < f(x) < M em [a, b]. Pela monotonia do integral:

b b b
m f g(x)dx < f fx)g(x)dx <M f g(x)dx.
11
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Por outro lado, se g > 0, temos fa ’ g(x)dx > 0. Se fa ’ g(x)dx = 0, o resultado é vélido
para qualquer c €]a, b[; para fa ' g(x)dx > 0 temos:

fa ’ f(x)g(x)dx
m<———=<M
- fu ’ g(x)dx

Pelo Teorema do Valor Intermédio, de novo porque f é continua, f assume em [a, b]
todos os valores entre m e M, logo existe ¢ € [a, b] tal que

[ fg(x)dx _

b b
fbg(x)dx flo) & L f(x)g(x)dx = f(c) L g(x)dx.

4. Se, por contradigdo, f(x) = 0 ndo tivesse raizes, segue da continuidade de f e do
Teorema do Valor Intermédio que f ndo muda de sinal em [4,b]. Mas se f > 0 em

[a,b], da monotonia do integral tem-se f ’ f(x)dx > 0, o que é impossivel. Da mesma
forma, ndo pode ser f < 0 em [a,b]. Conclui-se que f(x) = 0 tem pelo menos uma
raiz.

5. Se, por contradicao, fosse f(a) > 0 para algum a, como f é continua, seria f(x) > 0 em

la —€,a + €[, para algum € > 0. Da monotonia do integral, f]a_e pie] ft)dt > 0, o que

contradiz a hipétese. Da mesma forma, também ndo pode ser f(a) < 0. Logo, f(x) =0
para qualquer x € R.

Alternativamente, tem-se por hip6tese fox f(t)dt = 0 para qualquer x € R. Derivando
ambos os membros (usando o Teorema Fundamental do Calculo), temos

(foxf(t) dt)/ =0 f(x)=0.

3
6. Como ¢**"! é uma fungdo continua, do Teorema Fundamental do Calculo, fx esentdt é
. . 3 2 .
diferenciavel, logo ¢(x) = x* fx e dt também serd e

’

¢'(x) = (f: xzese“tdt) = (—x2 ‘f: esentdt),

3
— 2xf esent dt — XZesenx_
x

2

7. a)senx?. b)—cosx?. ) 2% —e”.  d)2xe™ —e . e)4x®sen(x?) — 2x sen(|x|).
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8. Como f é continua e t = x —t é continua, (x — t)f(t) é continua e do Teorema
Fundamental do Calculo, ¢ é diferencidvel com

¢'<x>=(x [ roa- [ tf(t)dt) = [ st s xsw - xf = [ s

De novo porque f é continua e do Teorema Fundamental do Célculo, v é dife-
rencidvel, ou seja, i é duas vezes diferencidvel, e

P (x) = f(x).

9. Como f é diferencidvel, e portanto continua, podemos derivar ambos os membros
(usando o Teorema Fundamental do Célculo):

( f £ dt) = (@) & f(x) = f(@) +xf' () & xf'(x) = 0,Yx € R.

Conclui-se que f'(x) = 0, para x # 0, ou seja, f é constante em ]0, +oo[ e em ]| — o0, 0[.
Como é continua, tem-se que f é constante em IR.

10.

sen x 1 4 sen x 1 — COS X 1 /
| " — i
—Ccosx 1—t2 0 1—t2 0 1—t2
1 1
= — COS X — —— senx
1—sen?x 1—cos?x
COS X senx

" lcosx| |[senx|

11. Temos uma indeterminacéo J a que se pode aplicar a Regra de Cauchy. Do Teorema
Fundamental do Célculo,

X
. fo sen > dt 4 sen(x’) 1
xliI(} x* B xliI(} 43 B 4:

12. a) O limite é uma indeterminagdo que pode ser levantada usando a regra de Cauchy.
O calculo da derivada da fun¢do que envolve um integral é consequéncia do
teorema de derivac¢do da fungdo composta e do teorema fundamental do calculo.

arctg x Lijtgx sen(tz) dt
lim x f sen(t?)dt = lim
x—too - f oo x—>+00 1/x
_ T sen(arctg? x)
N x—1>1}100 —1/x2
2 2
X Tt
= lim - sen(arctg?x) = —sen|—|.
Jm —q e senfarctg™x) (4)
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b) Da mesma forma

xZ
fo te V" dt C 2x - x%e” . 2x 2

lim3—:hm—:hm—= .
x—0* j(;x (6% _ 1) dt x—0* 3X2(ex - 1) x—0* 3(ex - 1) 3

13. (a) Directamente do Teorema Fundamental do Calculo; F'(x) = f(x).

(b) Como F'(x) = f(x) > 0, para x € R, F é estritamente crescente. Temos entao
F(x) > F(0) = 0, parax > 0, e F(x) < F(0) = 0, para x < 0, ou seja, xF(x) > 0 para
qualquer x € R\ {0}.

(c) Seja lim,—,1e f(x) = L € R* e M € R tal que, para x > M, tem-se f(x) > %. Entdo,
parax > M,

X M X
F(x) = j; f(Hdt = fo F(Hdt + fM f(Hdt
M X M
>f0 f(t)dt+%fM 1dt:f0 f(t)dt+%(x—M).

M ) . .
Como fo f(t)dtéconstanteelim,_,, o %(x—M) = +00, conclui-se que lim, o F(x) =
+00.

Considere:

Lo selx]>1
= |x]
F@) { 1 selx|<1.

Neste caso lim,_,1 f(x) = 0 e limy ;o F(x) = +00. Se

1
_ ) = selx>1
F(x)—{ 1 selx|]<1

temos lim,_,,o f(x) = 0 e lim, 1o F(x) = 2.

14. F é continua e diferencidvel em R \ {0} uma vez que é o produto de duas fung¢des

continuas e diferencidveis em R \ {0}: % e fox f(t)dt (pelo Teorema Fundamental do
Calculo). Em x = 0:
by fiHd

x t
i+ [ F0dt = lim = = tim ) = £0) = FO

uma vez que f é continua em 0 (onde se usou a Regra de Cauchy e o Teorema
Fundamental do Célculo). Logo, F é continua em 0. Em relacdo a diferenciabilidade:

Fo-FO) _ L fO-3O _ f0-f0)
2

lim
x—0 2x

x—0 x—0 x—0 X

onde se usou de novo a Regra de Cauchy e o Teorema Fundamental do Célculo. O

limite acima existe sse f é diferencidvel em 0 (e neste caso teriamos F'(0) = @).
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15. Da continuidade de u e v, podemos usar o Teorema Fundamental do Calculo para
derivar os seus integrais indefinidos e temos entdo

’

fx u(t)dt = fx o(t)dt = (fx u(t) dt) = (fx o(t) dt) S u(x) = v(x).
a b a b

Por outro lado, fazendo x = b, tem-se

fabu(t)dt:fbbv(t)dtzo.

17. a) log 2. b) log(1/2). )0 d) 0.

2 log 2 1
18. a) log e b) 1 ) > d) arctg(3/4).
e) 1(71 + log4) (subst. t = tg x) f) T (note ue L = ! )
8 & PEB 4 M ey ax+5 (+r22+1/

2 2

Tl 2 us T
19. a) ﬁ xarctg xdx = l% arctng —j; ﬁdx = 7%arctgﬁ —g

1 (™ 1 2 1 i}
_Efl (1—1+x2)dx:n?arc’cgn—g—E[x—arctgx]1

—nz-i_la\rct7t—3—n+1
T 8Ty Ty

2
! arctg x 1 Uon?
b d:[— t2]:—.
)fo T+ C T2 T 3

Tt

TT TT 1
C) f sen’ xdx = f (1 — cos®x)senxdx = [— cosx+ 3 cos’ x]
0 0

0

1 1 4
=—COS7I+§C053TC+COSO—§C0830= 5

1
d) f ! dx=[loglx—3|](1)=10g2—10g3=10g§.
0

x—3
2 1
e) dx = (x +x+1+—)dx
2 2 X—l

S Y80
§+?+x+log|x—1lL—?+log3.

3
x—1

118



20.

21.

22.

23.

24.

1 1 1 1
f)ﬁmdt = Ix+x2;dx = f:mdx, fazendo a

mudanga de variavel x = ¢/ & t = log x. Tem-se

1 _ 1.1 1
¥(1+x) x x> 1+x

(verifique) e portanto

f ;dxz—1—%+10g(1+e)+0+1—log2=—%+log(1+e).
1

2

1 1
F(l) = flx ler dt = fl" %e(”%)dt. Fazendo a mundanga de varidvel u = 1, tem-se

fx 1e(H%)dt = f ue(i+1) (—%) du = —f 1e%“‘ du = —F(x).
1t 1 u 1 U

Considerando a mudanca de varidvel sugerida

Fo = [ =1 [ sy

que se pode diferenciar usando o teorema fundamental do célculo e o teorema de
derivacdo da fungdo composta.

Use a mudanga de variavel y = 1/x.

Uma vez que, pelo Teorema Fundamental do Calculo, F'(x) = e, usando integracdo
por partes temos
' L e 1 )
f F(x)dx = [xF(x)](l) - f xe™ dx =F(1)+ [——e"‘ ]
0 0 2 0
1 1

—F(1) - = + —.
D=3+%

a) Usando a continuidade da fung¢do integranda para justificar a diferenciabilidade

T
de G(x) = fx x+ f(t)dt pode derivar-se o integral e usar a periodicidade da funcéo
para mostrar que o integral tem derivada nula, pelo que é constante. Com efeito:

x+T 4
Cx) = ( [ soa) = s - s =0

(Note-se que a justificagdo anterior ndo é possivel se ndo se supuser que f é
continua. No entanto a conclusdo continua a ser verdadeira! E necessério nesse
caso usar mudanga de varidvel e a aditividade do integral relativamente ao inter-
valo de integragéo - verifique!).
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b) Se F é uma primitiva de f e é periddica de periodo T, temos
T
f f(t)ydt = F(T) — F(0) = 0.
0
Reciprocamente, se foT f(t)dt = 0 entdo da aliena anterior, temos

x+T
G(x)=G(0)=0 & f f(t)dt =0 o F(x +T) — F(x) = 0.

Logo F é periddica de periodo T.

25. a) Como a fungdo integranda IR > t - e’ é continua o integral existe qualquer que
seja x € R. Como a fungédo integranda é positiva e x — x? é estritamente crescente
para x > 0 o integral é estritamente crescente para x > 0. Como a funcéo é par é
estritamente decrescente para x < 0. (Alternativamente, justifique os resultados
de monotonia derivando o integral usando o teorema fundamental do célculo e

. ~ ~ Z 4
o teorema de derivac¢do da fungdo composta; obtém-se f'(x) = 2xe* e as mesmas
conclusdes seguem com facilidade.)

b) Como R* \ {1} 5 t @ é ilimitada numa qualquer vizinhanga direita de 1

o integral ndo estd definido se ¢* < 1 & x < 0. O integral estd definido para

et > 1 & x > 0 pois a funcdo integranda é nesse caso continua no intervalo
fechado definido pelos extremos do intervalo de integragao. Para x > 0:

>0

’ X 1
g(x):e =

ex
loge* «x

pelo que a fungdo g é estritamente crescente. Um zero 6bvio de g corresponde aos
extremos de integracdo serem iguais, isto é x = log2, sendo portanto g(x) < 0 se
x <log2e g(x) >0sex>log?2.
X X
c) Temos h(x) = x f e"dt — | te dt. As fungdes integrandas t — e’ e t > te” sdo
1

1
continuas logo podemos derivar & usando o Teorema Fundamental do Célculo e
a regra de derivacdo do produto:

X X
W(x) = f e’ dt + xe” — xe*’ = f et dt.
1 1

Como e’ > 0, para qualquer t € R, temos //(x) > Oparax > 1eh’'(x) <Oparax <1,
ou seja, h é crescente em ]1, +oo[ e decrescente em | — oo, 1[, tendo um minimo no
ponto 1.

26. a) Note-se que

x—0 X
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b)

27. a)

b)

pelo que a fungado integranda ndo é continua. No entanto s6 difere em 0 da fungdo
continua f definida por
- 2 sex#0,
fx) = { )

1 sex =0.

Como alterar uma fun¢do num ponto néo altera a sua integrabilidade nem o valor
do seu integral, a integrabilidade de f implica a integrabilidade de f em qualquer
intervalo limitado sendo os integrais de f e f iguais.

d¢ d X d X _
E:Ej;fzﬂfof:f(x)'

Note-se que a ndo continuidade de f ndo permite aplicar o teorema fundamental
do célculo para calcular a derivada do integral indefinido de f e tivemos que

recorrer a igualdade com o integral de f.

Note-se que a fungdo integranda é ndo negativa e continua. Tal acarreta que o
integral vai ser positivo se x > x? (isto é x € 10,1]), negativo se x < x? (isto é
x € ]|—00,0[ U1, +00[), e nulo se x = x? (isto é x € {0, 1}).

Da alinea anterior decorre que basta estimar o integral para
x € 1]0,1]. Para tal note-se que se x € ]0,1[ o intervalo de
integracdo esta contido no intervalo [0, 1] e ai a fungdo integranda pode ser majo-
rada por 1. O calculo do integral desta ultima fungdo entre x* e x conduz entdo
a majoracgao pretendida.

28. (a) Uma vez que f é uma funcdo diferencidvel em IR, logo continua,

segue do Teorema Fundamental do Calculo e da derivada da fungdo composta
que g é diferencidvel em R e

g (x) = f(x® - 4x + 3)(2x — 4).

Como f < 0em R, tem-se g'(x) > 0 © 2x < 4 & x < 2. Logo, g é crescente para
x < 2, decrescente para x > 2 e assim g terd um ponto de méximo em 2. Nao
tem mais pontos de extremo uma vez que é diferencidvel em IR e a derivada s6
se anula em 2.

Dado que f < 0, tem-se
g)=0ex¥*-4x+3=0x=1Ax=3,

g)>0e ¥ -4x+3<0e1<x<3

g)<0ex¥*-4x+3>0©x<1Ax>3,

Para a concavidade:

(%) = f/(x* —4x +3)(2x — 4)* + 2f(x* —4x + 3) < 0,
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para qualquer x € R, uma vez que f e f’ sdo negativas. Conclui-se que o gréfico
de g tem a concavidade voltada para baixo.

(b) HA dois aspectos a verificar. Por um lado, g ¢é majorada
porque é continua e tem um tnico ponto de maximo em 2, logo g(x) < g(2),
para qualquer x € R. Por outro lado, para qualquer x > 3 temos x* — 4x + 3 > 0.
Segue da monotonia do integral e de f ser decrescente, uma vez que f’ <0, que
f(t) < f(0), para 0 < t < x*> — 4x + 3 e que

x?—4x+3 x2—4x+3
g(x) = f fHydt < f fO)dt = f(0)(x* — 4x + 3).
0 0
Logo, como f(0) <0,
lim g(x) < lim f(0)(x* — 4x + 3) = —oo,
X—+00 x—+00
e g ndo é minorada.

29. (a) Como a funcdo integranda t ~ %St tem dominio R \ {0} e é continua no seu
dominio, serd integravel em qualquer intervalo limitado que ndo contenha 0.
Como x e 3x tém sempre 0 mesmo sinal, temos Dy = R\ {0}.

Fazendo a mudanca de variavel u = —t temos

—3x X _
f(=x) = f ot = f X 1)

3 cosu
:fx‘ ” du = f(x).

Logo f é par,

(b) f é diferenciavel uma vez que t — %St é continua (pelo Teorema Fundamental

do Calculo). Temos
3x X 4
f COStdt—f COStdt :3c053x_cosx
a t PR : 3x x

COS3x — Ccos X

7

f(%)

x
em que tomamos a > 0, parax > 0,ea <0, parax <0.

(c) Como cos é decrescente em ]0, [, temos que para 0 < 3x < 71, cos(3x) < cosx,
logo f'(x) = €e3sx < () para 0 < x < Z, ou seja f é mon6tona decrescente em
10, Z[. Por outro lado, para x > 0,

% cost
f cost 4y
X t

* | cos t|
N |t]

< dt < f %dt = [log t]ix = log 3.
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Logo f é limitada em ]0, 3[C]0, +oo[.

Conclui-se que existe f (O+ lim,,o+ f(x). Como f é par, existe também f(0~) =
£(0%), logo existe lim,—,y f(x).

30. (@) g(-x)= [ Ppt)dt = [ Pp(—u)(~1)du = -g(x), notando que ¢ ¢ par.

(b) Para x # 0 temos do Teorema Fundamental do Calculo

1—cosx
g'(x) = 2
Emx=0:
g -gO)  fohdr L g
g(O)—%{_}O x _£IE>% x _}clir(} 1 2

(Alternativamente poderiamos considerar a fungéo ¢(x) = ¢(x), para x # 0 e

$(0) = hm P(x) = 5 que é continua em RR, e aplicar o Teorema Fundamental do
Calculo a ¢ em ]R ver Ex. 26.)
(c) g'(x) > 0paraqualquerx € Re

) =0 cosx=1Ax#0s x=2kn,keZ\|{0}.

2 2

(d) Como g é impar, é suficente considerar x > 0. Temos que g ¢é
limitada em qualquer intervalo [0,4], a > 0, uma vez que é continua (decorre
da continuidade do integral indefinido de qualquer funcdo integrdvel). Para
x € [a, +oo[ podemos majorar g(x) por

) 2 2 2
@+ [ F=s@-T+2<gwr

1 2t
31. a)q’)2)—f(1 1fZ)zlogtdt [ 20+ )log] ﬁ—Zt(1+t2)dt

log2 1 (*(1 ¢ 13 1
"T*Efl(;‘1”2)“—%1082‘110%5-
b) ¢'(x) = a +x2)2 log x, para x > 0.

¢) Tem-se;7 > 0 para qualquer x > 0, logo ¢’(x) > 0 & x > 1, ou seja, ¢ € crescente
em |1, +oo[ e decrescente em ]0, 1][.

Tem-se ¢(1) = 0. Se existisse ¢ # 1 tal que ¢(c) = 0, entdo, do Teorema de Rolle,
existiria um zero de ¢’ entre 1 e c. Como ¢’(x) # 0 para x # 1, temos que 1 é o
tnico 0 de ¢.
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32. a) %
b) fol(4x - X) dx + f12(4x — x3) dx = %
c) a(loga—-1)+1

3V2
33. a)Asz 9 - 22— %) dx =18V2,
0

1 2
b)Azzfo (\/2(2—x)—\/4(1—x))dx+2‘f1 V22 = x)dx

2 1 8
:2f \/Z(Z—x)dx—Zf VA1 —x)dx = =
0 0 3

1 —-X 0 —-X 15
(%) d“f (-7 ) =7,

1
3

Wi

-,

d) A = f (3~ V&) dr = =,

e)A:fO (x—— dx+f(x xz)dx_—S

! 3
f)A:fex—(l—x)dx:e——.
0 2

34. De % +y?=1temosy = +£,/1— % A édrea fica (fazendo a substituicdo x = 2sent):

2
A= 4f 1——dx— chos tdt

—4f (cos2t+1)dt = [Zsen2t+t] = 27m.
0

35. As duas curvas intersectam-se em (-1, V3) e (-1, \/g)(veriﬁque).
Temos

2 6 3

1
2 2
- [ (vie- Vae) de= Y3 202V
-1
(Faga a substituicdo x = 2sent para primitivar V4 — x2).
! 1
36. A= f arctgx = 175 log 2 (verifique!)
0

1 2
- _ e L) D r
37.A—f0(arctgx 16x)dx+£(4 16x)dx— 210g2+3.
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38. As curvas intersectam-se nos pontos (1,0) e (¢,1), e para x € [1,e], logx > log2 X.
Temos

_ ¢ 2 _ 2 e 1 2
A—‘[l (logx—log x) dx—[x(logx—log x)]l—fx(;—glogx)dx
:e(l—l)—l(O—O)—[x]§+f2logxdx
1

= —e+ 1+ [2xlogx]] —f 2dx =3 —e.
1
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