
5 Cálculo Diferencial — Primitivação

1. Determine uma primitiva de cada uma das funções:

a) 2x2 + 3x3, b)
1√
x

+
1
x

+
1
x2 , c)

x2 − x + 1√
x

,

d)
3√
1 − x, e)

3√
x2 +

√
x3

x
, f) 2x

5√
x2 − 1,

g)
x3

3 + x4 h)
ex

1 + 2ex , i)
cos x

1 + sen x
,

j) sen(2x), k)
sen(2x)

1 + sen2 x
, l) cos2 x,

m)
1

cos2 x
, n)

etg x

cos2 x
, o) x cos(x2 + 2),

p) ex sen(ex), q) x2 3√
1 + x3, r)

ex

(1 + ex)2 ,

s)
sen x

1 + cos2 x
, t)

1√
1 − 4x2

, u)
x + 1√
1 − x2

,

v)
x3

(1 + x4)2 , w) cos3 x
√

sen x, x) tg2 x,
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2. (Exercı́cio IV.22 de [2]) Determine uma primitiva de cada uma das funções:

a) (x2 + 1)3, b) ex+3, c) 2x−1,

d)
1

5√1 − 2x
, e)

x
1 + x2 , f)

x3

x8 + 1
,

g) cotg x h) 3sen2 x sen 2x, i)
tg
√

x√
x
,

j)
ex

√
1 − e2x

, k)
x

(1 + x2)α
, l) cos x cos 2x,

m) sen3 x cos4 x, n) tg3 x + tg4 x.

3. Calcule uma primitiva de cada uma das funções:

a)
√

2x +

√
x
2
, b) 3 sen x + 2x2, c)

x2

1 + x3 ,

d) xe−x2
, e)

3 sen x
(1 + cos x)2 , f) x

√
1 + x2,

g) e2 sen x cos x, h)
1

1 + ex , i) tg x,

j)
1

2 + x2 , k) tg x sec3 x, l) cos3 x sen3 x,

m)
1

(1 + x2) arctg x
, n)

x
1 + x4 , o)

1√
x(1 + x)

,

p)
1

1 + 3x2 , q)
ex

e2x + 4
, r)

√
arcsen x
1 − x2 ,

s)
x√

1 − 2x4
, t)

1
(x + 1)(x − 2)

, u)
1

(x + 1)2 ,

v)
cos(log x)

x
, w)

1
x log x

, x) sec4 x.

4. (Exercı́cio IV.23 de [1]) Determine as funções que verificam as condições impostas em
cada uma das alı́neas seguintes:

a) f ′(x) = 1
4+9x2 , x ∈ R; f (0) = 1.

b) g′(x) = 1
x−1 , x ∈ R \ {1}; g(0) = 0, g(2) = 3.

c) h′(x) = sec2 x, para x no dominio de sec x; h(kπ) = k, k ∈ Z.

5. (Exercı́cio 5.5 de [2]) Para cada uma das funções definidas pelas expressões

x sen(x2),
ex

2 + ex ,
1

(1 + x2)(1 + arctg2 x)

determine se possı́vel:
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a) uma primitiva que se anule no ponto x = 0;

b) uma primitiva que tenda para 0 quando x→ +∞.

6. Calcule uma primitiva de cada uma das funções racionais (todas imediatamente
primitiváveis):

a)
1

1 − x
, b)

1
(x − 3)3 , c)

x + 1
x2 + 1

,

d)
x

1 + (x − 1)2 , e)
2x + 1
x2 + 4

, f)
1

x2 + 2x + 2
.

7. Calcule uma primitiva de cada uma das funções racionais:

a)
1

x2 + x
, b)

x + 1
x(x − 1)2 , c)

x2 + x − 4
x(x2 + 4)

,

d)
x2 + 1

x2(x − 1)
, e)

x5

x2 − 1
, f)

x
(x + 1)(x + 2)2 ,

g)
x3 + 2x2 + 2x

(x + 1)2 , h)
x4

x4 − 1
, i)

x3 + 4x2 − 4x
x4 − 16

.

8. Determine todas as primitivas de cada uma das funções do exercı́cio anterior (nos
respectivos domı́nios).

9. (Exercı́cio 5.16 de [2]) Determine

a) Uma expressão geral das primitivas da função definida em R por

f (x) = (x + 1)ex2+2x.

b) A primitiva G, da função

g(x) =
x + 3

x4 − x2

definida no intervalo ]1,+∞[ e que verifica a condição limx→+∞G(x) = 3.

10. (Exercı́cio 5.3 de [2]) Determine uma função F definida em R \ {1} que obedece às
seguintes condições:

F′(x) =
1

(x − 1)2 , F(2) = 0, lim
x→−∞F(x) = 10.

11. (Exercı́cio 5.12 de [2]) Determine a função ψ : ]−1,+∞[→ R que satisfaz as condições

∀x>−1 ψ
′′(x) =

1
1 + x

, ψ(0) = ψ′(0) = 1.
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12. (Exercı́cio IV.25 de [1]) Usando o método de primitivação por partes, calcule uma
primitiva de cada uma das funções:

a) xex, b) x arctg x, c) arcsen x,
d) x sen x, e) x3ex2

, f) log3 x,

g) xn log x, n ∈N, h)
x7

(1 − x4)2 .

13. Usando o método de primitivação por partes, calcule uma primitiva de cada uma das
funções:

a) ex(ex + x), b) ex sen x, c) x3e−x2
,

d) arctg x, e)
√

x log x f) x(1 + x2) arctg x,

g)
x5

√
1 + x3

, h) log
(1
x

+ 1
)
, i) x2 log2 x,

j) log2 x, k)
1
x3 cos

1
x
, l) cos 2x log(tg x),

m) 3x
√

1 − x2 arcsen x, n)
log x

(1 + x)2 , o) ch x cos x,

p) 3x cos x, q) cos(log x), r)
x2

(1 + x2)2 .

14. a) Usando o método de primitivação por partes, mostre que, para k ∈ N, k > 1,
tem-se:

P
(

x2

(1 + x2)k

)
=

1
2(1 − k)

(
x

(1 + x2)k−1
− P

(
1

(1 + x2)k−1

))
.

b) Justifique que, para k ∈N, k > 1,

P
(

1
(1 + x2)k

)
= − 1

2(1 − k)
x

(1 + x2)k−1
+

(
1 +

1
2(1 − k)

)
P
(

1
(1 + x2)k−1

)
.

(Sugestão: 1
(1+x2)k = 1

(1+x2)k−1 − x2

(1+x2)k ).

c) Utilize a alinea anterior para calcular

P
(

1
(1 + x2)2

)
, P

(
1

(1 + x2)3

)
.

15. Determine uma primitiva de cada uma das seguintes funções, utilizando substituições
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apropriadas:

a)
e4x

e2x + 1
, b)

1
3
√

x(1 +
3√
x4)
, c)

√
x − 1
x

,

d)
√

x − 1
3
√

x + 1
, e)

e2x

(e2x − 1)(1 + ex)
, f)

1

(2 − x)
√

1 − x
,

g)
1 − tg x
1 + tg x

, h)
log x

x(log x − 1)2 , i)
1

x +
3√
x2
,

16. (Exercı́cios 5.21, 5.23, 5.24, 5.26, 5.28, 5.31 de [2]) Determine uma primitiva de cada
uma das seguintes funções, utilizando substituições apropriadas:

a)
1 +
√

x
x(4 − √x)

, b)
1

x 4√1 + x
, c)

1
1 + e2x ,

d)
e3x

(1 + e2x)(ex − 1)2 , e)
2 log x − 1

x log x(log x − 1)2 , f)
1

sen2 x cos x
.

17. Determine, usando a substituição indicada, uma primitiva de cada uma das funções
seguintes:

a) sec x, t = sen x, b)
1

x2
√

x2 − 1
, x = sec t,

c)
√

1 − x2, x = sen t d)
1

1 + sen x + cos x
, tg

x
2

= t,

e)

√
1 − x2

x4 , x = cos t, f)
ex/2

√
1 − ex

, t =
√

1 − ex,

g)
sen x

1 − sen x
, tg

x
2

= t, h)
1√

x(1 − x)
, x = sen2 t,

i)
3 sen x + 3

cos x + sen 2x
, t = sen x, j) sec3 x, t = sen x,

k)
1√

x2 + 1
, x = tg t, l)

cos x
1 + sen x − cos2 x

, t = sen x,

m)
1

x
√

1 − x2
, t =

√
1 − x2, n)

1√
1 + ex

, t =
√

1 + ex,

o)
√

4 + x2, x = 2 tg t, p)
x(x − 1)√

x2 − 1
, x = sec t.

18. (Exercı́cio 5.21 de [2]) Determine, ou justifique que não existem, funções que verifi-
quem as seguintes condições:
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a) f ′(x) =
arctg x
1+x2 , limx→+∞ f (x) = 0.

b) g′(x) =
1+
√

x
x(4−√x)

, x > 16, limx→+∞ g(x) = 1.

19. (Exercı́cio 5.24 de [2]) Determine, ou justifique que não existem, funções que verifi-
quem as seguintes condições:

a) f ′′(x) = (1 + sen x) cos x, f ′(0) = 0, f (0) = 3.

b) g′(x) = 1
1+e2x , limx→+∞ g(x) = 1.

20. Determine, utilizando métodos de primitivação adequados, uma primitiva de cada
uma das seguintes funções:

a) |x|, b) x arcsen
1
x
, c) sen(log x + 1),

d) sen2 x cos2 x, e)
√

x arctg
√

x, f)
1 + log2 x

x
(
1 + log x

) ,

g)
e−x

e2x − 2ex + 2
, h)

1 + x
1 +
√

x
, i) cos3 x,

j) cos4 x, k) x log
1 − x
1 + x

, l)
1

(x + 1)(x + 2)(x + 3)
,

m)
log(log x)

x log x
, n) log(x +

√
x), o)

1
x3 e

1
x ,

p) cos x log(1 + sen2 x), q)
log(log x)

x
, r) x arctg2 x,

s)
log(1 + x)√

1 + x
, t)

1
sen x

, u)
x cos x
sen2 x

,

v)
sen x

1 + 3 cos2 x
, w) log(cos x) tg x, x)

1

(x + 1)
√

x + 2
,

y) (arcsen x)2, z)
1

cos x(1 − sen x)
.

21. Determine uma função ϕ : R→ R que verifique as condições seguintes:

ϕ′′(x) =
ex

(ex + 1)2 , lim
x→−∞ϕ

′(x) = −1 , lim
x→+∞ϕ(x) =

π
2
.

Outros exercı́cios: 5.2, 5.4, 5.7, 5.14, 5.17, 5.20, 5.22, 5.25 , 5.32 de [2].
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